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Wij onderstell

1) £ an 'rvL Z ij n twee gr ..
mt) door een lineaire betrekking
Lkaar verbonden zijin:

(1) L ’t‘lmﬂg+[3 woo £ o < + 00 ~eo $[} §+ea

(Vo eelden: Z en m zijn dezelfde greotheid, gemeten met ver-
schillende schalen, zodat U een ijklijn is; { is een stroom _
sterkte, v €een spanning, « een onbekende weerstand, f= 0; bi}
een chemische reactiet { is de concentratie van één der rea-
gemtia, m de reactiesnelheid, terwijl « door de overige, on-
bekende, concentraties wordt bepaald, 3 = 0). De lijn

m =} +{3 geven wij met T aan.

2) Waarnem ing van punten van L. gaat gepaard met waarnemings-
fouten in één van beide ¢f beide grcotheden. Als waarnemings-—
reswltaat vindt men dus in plaats van een punt Q van L met
coordinaten (f , n')een punt P met cedrdinaten (x,y), waarbij
in ket algemsen x%§ en/cf y#~ is.

3) Gegeven zijn n dergelijke waargenomen punten P. = (xi;yi)
(i = 1,:..,n), behorend bij onbekende puniten Qi van L, waarvan
er minstens twee verschillend zijn.

onderstellingen smtrent de waarschijnlijkheidsverdelingen van
de meetfouten, van de « en 3 gezegd kan worden.

l.2. In het bijzonder zullen wi] verschillende schattingsmethoden

voor « en [3 beschouwen en enkele methoden, die het mogelijk

maken, veoor « en p. betrouwbasarheidsintervallen te bepalen.
Tenslotte beschouwen wij nog het probleem van de schatiing
van &&n van de twee codrdinaten van een punt Q (resp. P) als
de andere codrdinaat gegeven 1s \m‘t of mnder meetfﬂut)a _
 Het syverzicht, dat in deze & Mm..ms gegeven W ord’c, 18 m,et
‘mlledlg, slechts de nieuwsrs en Ge neest bru.lkb&re van de
oudere methoden worden besproxe n. IDe bewn.;}zan zijin in het

algemeen slech‘ta schematisch aﬂngegev&n, ~a't vermaldlng* van de

plaats, waar zi} velledlg te vn.nd@n zijm



e
2¢ 1.

2e e

Een historisch overzicht over de ontwikkeling van dit problee
vindt men bi] WATLD { 1 7} en D.V. LINDLEY [l E'E] .

2

Notaties. De ele tig-

me ntaire begrippen van de mathematische sta
tiek worden bekend ondersteld.

De notatie Prof. Dr D. van DANTZIG volgende, geven wij
het stochastisch karakter van een stochastische variabele
(algemeen v

van

een stochastisch element van een verzameling)

Lo
door het bijbehorende symbool te ondersirepen. ' ) Para-—
neters (ook onbekende), die een waarschijnlijkheidsverdellng
bepalen, worden met Griekse letters aangegeven en hepalende
parareters genoemd, stochastische variabelen worden met

Latijnse letters aangegeven.

De kars op een gebeurtenis A, onder de voorwaarde B, wordtd
aangegeven dooxr Pp (A] of P{MB} . dezelfde notatie wordt gebruikw
als B een hypothese voorstelt; de onvoorwaardelijke waarschijn-
Lijkheid van A door P[A] ., de mathematische verwachting van een
stochastische variabele wordt aangegeven door het operatie-
symbool "é.. gangeduid als
bij P.

De waargenomen punten P ,...,P, zullen wij tezamen gén
waarnemingsresultaat noemen, behorende bij de met E ,... y P

+ voorwaarden worden op dezelfde wijze

corresponderende punten Q ,.-.3Q, van L. Q, zal soms het bij
P, behorende "ware" punt worden gencemd. Noemen wi] de meetl-
fouten in & - en m —richting u;, resp. Vi, dan hebben wij:

S

scheiden wij twee gevallens

Geval I. De grostheid E bezit geen waarschijnlijkheidsverdeling
(of deze bestaat wel, naar wordt buiten beschouwing gelaten).
Wegens (1) is ditzelfde dan voor T‘L het geval. De waarschijnlijk-
heidstheoretische overwegingen berusten in dit geval op de over—

gang van het gevonden waarnemingsresultaat naar de collectie F -
van alle mogelijke bij dezelfde punten Qq,¢..,Qn behorende _
waarnemingsresultaten. De onderstellingen; die omtrent de meet~-

fouten gemaakt zullen worden maken | " 4ot een waarschij nlijhaid S
- S - | ' _ ot 1de

e

') Een stochastische variabele is een variabele, die e
- schijnlijkheidsverdeling bezit, B

Y1 WAt
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3.1,

-

Indien de onderstelling gemaakt wordt, dat de paren meetfouten
(uy, v;) onderling onafhnnkelijk verd 2eld zijn, kan men [

opgebouwd denken als productveld van n twee-dimensionale wanr-
schijnlijkheidsvelden F (i = 1,...,n), waarbi} r: het wasr-—
schijnlijkheidsveld is behorende bij het met Qi corresponderend

stochastische punt ?;.

Deze waarschijnlijkheidsinterpretatie wordt anngegeven

door de vergelijkingen (2) te schrijven in de vorms

(2'} ﬁr{,mt)t'f'};h‘ gjg_m‘?h*}:{ L = i“”,n

1 Wiialgigien

verbonden dfor de lineaire betrekkings

{ = iq*“‘"n

(1‘ ) Wl L &« %L T

| # » et
met 1;5 , ¥en (3 als onbekende pa}:‘anﬁters, terwijl ook de verde-

lingen van u; en v nog onbekende parameters kunnen bevatten.

Geval II. De grootheid § bezit wel een waarschijnlijkheids-
verdeling {dus m ook); wij zullen dit aangevon door i\», en 7

te schrijven X en >/ (zodat >/ =o X+(3 geldt). Het punt X=(X,Y)
is dan stochastisch verdecld over L en het probleem gaat over
in een specizal geval van de tweedimers ionale regressicanalyse;
(2) gaat over in:

(2") X = %L+%i jimyfc"kt{ (:ar r A
waarin X.en Y; verbonden zijn door de lineaire betrekking:
(l") “:m “2‘3{"{*{% (= 1,.«+ 41

met & en 3 als onbekende parameters, torwijl ook de verdelingen

van u;, V. en X nog onbekende parameters kunnen bevatten.

Het met deze situatie corresponderence wh-veld {"‘ is d
collectie van alle mogelijke waarnemingsresultaten van de uit-—
gcbreidheid n, waarbij de punten Q; nu echter onafhankelijk
van elkaar verdeeld zijn met een, van 1 onafhankelijke wair-
schijnlijkheidsverdeling,die uit de boven onderstelde waar-—
schijnlijkheidsverdeling van A voortvloeit.
zullen ons in hoofdzask bezig houden met het ecrste

geval; aan het slot echter komen wij op geval 11 terug.

cotﬁrdmra'b en mn de stochastlsche punten E; bem een Waa.rm -
sch:l.jnllaw-eldsverde llngg, die van de onbekende para@'ﬁers fa.fm o
elijk is. Ben dergelijke f‘unc'tm word'b, 1nd1en zij m@l:ﬁ’




genoemd, indien haar verdeling aan bepanlde

vmldw@t

eerste der volgende eigenschappen moet bezitten (de vertaling
der Engelse termen is ontlecend ann D,van DANTZIG {3 pe 202

(Whr 291) )

Als minimur=-eis stelt

men gewoonlijk, d~t £ de

a2) t heet een bruikbare (Engels: consistent) schatting

y 21s
(3) 1im PLIL,-8l< 4 | 6]
AN

In woorden: indien t, de schatting t voorstelt bi] uitgebraoid-

Ly

VAan

,

= 1 vOoOr l1cderec £ov

heid n van de waarre miz
en £

;;sr@mks (of in het mlm@meam: steckproet)

kans, dat jp,, minder dan £ van & vmrmhilt, voor iledere constante
E>0 , tot 1 als n naar o gant.

Aequivalent met (3) is

2 S
il

Bij iedere £>0 en . >0 is¥een natuurliik getal N(E€,¢ ), dat
van ¢ en $ afha ngt met

(4) p[\phwekf_] > 1-8 voor iedere n > N(Eﬁ)

Men z egt dan, dat 1. stochastisch naar { convergeert.

wenst, T

b) t heet een zuiverc ("ngels: unbiased) schatting van O
als voor iedere uitgebreidheid n geldt:

dew.2z. de verwachting van t, , is gelijk aan de ware parameter-—
waarde is, (i.c. 8 ).

c) t heet de docltreffendste (Engels: most cfficient) schat-
ting van 8 , als t een zuivere schatting is, die bovendien van

alle zuivere schattingen de kleinste spreiding bezit. Daw.z.
als voor iedere andere zuiverc schatting 4, van @ geldts

-~

voor iedere n., _
4Zoals reeds opg@merk't stelt mern gewoonlljk aan een schatting

de elis van bmn.kbaarheid* verder is het duidelijk, dat zul‘wrw
‘heid een zeer wensollake eigenschap is. Bij de keuza tussen .

‘mogelijke schattingen laat h,__n ._

men zich. naast becordeling



de b@wari@lijkheid van hun bereke-

Voor een stelsel statistische variabelen ?I yeoey &y die
een simultane waarschijnli%kh@id¢VQrdu11n@ bezitten en beo-
schouwd worden als schattingen van cen stelsel bepalende
parameters 0, ,..., f,

noemde eigenschappen definidren. Vgl. b.v. D.v.DANTZIG (3]

p. 221 en 222 (Whr 310 en 311).

, kan men op analogce wijze bovenge-

3.2, Twee statistische groothoden éi en :é,‘ , die een simultane

4. 1.

bezitten waarvoor goldts

waarschijnlijkheidsgverdeling

_;éi < :ﬁ;z_ voor ieder element A van het wwzwsahijnlijkw
heidsveld P? worden botrouwbaarheidsgrenzen voor een be-
palende pars 7 genoemd (of ook het int@rval met I,

en l‘ als eindpunt-n wordt een betmuwbm&.gm:idsint@rvga.l

voor € genoemd) indien geldt:

(7)

arin p een bekende constante (0£ps 1) is, dic de onbe-
trouwbaarheidsdrempel (Engels: confidence level) van het
betrouwbagrheidsinterval heet (of ook: 1-p 1s de betrouw-
baarhcidsdrempel; Engels: confidence coefflic jemnt).

Analoog voor meer dan &én parameter; een van de stochas-

tische codrdinaten X, je«.5 %, 3 "ia go o ug é? afhankelijk ge-

= 1-p )

WA

bied G in de ( 91 ooy O )wrulmtfa is een betrouwbaarheids-—

e bied voor ( B

) 3+« Om ) met betrouwbaarheidsdrempel 1-F ,
als voldaan is aan

)Efﬁ‘ksﬁﬂ—'o;eim]mlmp "i.ﬁd;fi.l“{’)

IT. Verschillende oplossingen.
kleinste quadraten en maximum likelihood
methode.

g van de methode kleinste quadraton.

Beschrijvir

De oudste methode, waarmce het hier behandelde problecm is
aangepakt, is de methode der kleinste quadraten. Een

MMw“mMmmwm

*} Indien h@'tf m_et— gelukt een -_gi en ;Rte vinden, waarvoor (7)
met het elljkheidat@k@n geldt, moect men genoegen nemen

met een 2 —teken in de plaats daarvan, Bij discrete ver-
ieli_:-en is dit, indien men p van "buVOI‘ >n kiest, veelal
- ncui%mkelljk.




(12] p. 241 e.v.
Lindley beschriift 4

Onderstellingen:

bekend zijn.
= 1, verghl) is normaal verdeeld met gemiddeld

 en h; bekend zijn.
3) U, gauey U3 Uy 3o+, 2ijn alle onderling

1ijk verdeeld.

'
O;fmmg_g;mp -

[

De methode bestaat nu uit het minimaliseren van de vorms

(9)

hetgeen voor 4 = ¢/ overgaat in:

m...__j.......,.. ; ..maf‘:t‘;”z
(91) %+m i(jc /3)

waarin (X, 4;) de codrdinaten van de gevonden waarnemings-
reeks zijn. Indien j = C.5; 1is met bekende ¢ kan men dit
probleem expliciet oplossen (door wijziging van & kan ¢ = 1
gemaakt worden). Dcor de afgeleiden naar « en [3 gelijk nul
te stellen en enige herleiding toe te passen, vef‘krijgt men
dan als kleinste—quadratenschattingen {die we met een™ aan-
geven): ')

‘ o % 4.
(10) @ s, + at (Rs-5y) =K Sey =0
we . - -
(11) 6 = ; - X

waarin

Ao e g i W spliae Wi Sivier wipenls e

') Van grootheden, voorgesteld door G-rlekso 1E‘t't e:r:'s, warden

dm sehatitingex &wm dx-.:.z orerecnkonst i.ge La"tljnse le*t‘te:r*s
vaargvestald, o



4.2

onafhankelﬁgkheld van de meetfouten door ©

voor iedere ¢

Upmerking: Indien er geen ¢ is met ¢
kan men gebruik maken van een benaderingsmethode:; zie b.v.
W.B., DEMING {4] en (voor hetzelfde probleem opgelost met de
maximum likelihvodmethode) R.S. KOSHAL [9]

Bruikbsaarheid van de schattingen; verzwakking van de voor-
waarden.

Onder bovengencemde onderstellingen verkriijgt men door

¥oepassing van de methodeder maximum—likelihood (vertaling.
methode der wannemellgkst@ schattingen) dezelfde schat—
tingen voor & en {3 (zie D.v.DANTZIG3] p. 234 (Whr 323)
e.Ve en LINDLEY [12] p. 235 e.v.). Aangezien echter aan

de op p. 221 (Whr 310) van D.v. DANTZIG (l.c.) vermelde
voorwaarden hier niet voldaan is (het aantal onbekende para-

meters, waartoe immers ook de EL behoren, gaat met n-—
zelf naar oneindig), kan men hieruit niet, zoals wvask wel
het geval is, tot bepaalde eigenschappen van genoemde schat-
tingen besluitens Deze moeten dus apart onderzocht worden

en daarbij zal blijken, dat de voorwaarde van normaliteit,
overboedig is, d.w.z. Op geen enkele plaats gebruikt wordt
voor de hier te bewlijzen eigenschappen. (Zie Lindley l.c.
pag. 237. A.A. MARKOFF [13] ontwikkelde reeds in 1910 de
theorie der kleinste quadraten zonder normaliteitsonder-—

stellingen)

Wij hebben nl. a,la de voorwaarde van normaliteit vervangen

wordt door € «; = 0 voor iedere { en de voorwaarde van

NN S O

'} De aﬂnnemeli;;kwte ﬁoh@:ttlnp van & echt@r wijk't af V&n |

tting @nlﬁ melfs nlet‘«ruikw*

de klelnstemquadr&tenmsch~
hamr, |




is. De las%ste vergeliijkingen van (15) worden bewezen op
analoge wijze nls de eerste.

V@Td *T" \?Q? y“‘:i ul‘t ”}ﬁ; —— Ww{ +J£@ gemﬂl}‘v'&{ {lij}{

. I T
( 16) S? vy LA ﬁ??‘“‘ O @Sg

is, convergeert §x onder algemene voorwaarden stochastisch
tot € o° S Aangezien Lindley deze voorwaarden slechis vaag

aanduidt, gaan we hier lets nader op in.

De verwachting van de tweede term is gelijk aan Q0 en voor
n-—w gaat, zoals na enige herleiding blijkt, de s s preiding
van deze term naar O indien voor n-—® 2 = (n) en

] 4 ,
Zﬁ J}i{ = O (1 “’) is '+ Dan convergeert de term dus
- .
stochastlsch naar 0. De lantste term , 5, , blijkt stochas-
A
tisch naar - J te convergercn, indien voldaan 1s aan

,gw»-; F e
$F - o ‘EE .!:.,....... ;2

daar in dat geval da s preiding van gi voor n-o naar O
convergeert an f = D°3 51' 1S

Onder analoge vnorwwrden convergeert §? s*tachastlsch
naar ng , terwijl het bestaan van de spreiding van &,
voor jedere i reeds voldoe: de 1S (tezamen net # =0 en
onafhankelijkheid van de «,; en % ) vOoor St cchas*tmche con=—
vergentie van Suy tot 5% B - ,

- Is aan deze v mor waarden voldaan, dan volgt met bhulp
van (15) en (16) dlI‘@C't, dat de door (11}, (13) en (14)




~10 -

gegeven schattingen brulikbanr ZiJn.
Derhalve geldts

Stelling 1:
quadra* 1 verkregsn schattingen:

WM“* b ekl A I LS :
Ty . . ! i3 f rgir - - | ; w ,‘
( l 3 ) i z :‘M:“I-:\I Lﬂﬁ + Eﬁ)” ?i ﬁ * ﬁ | - ’?‘ '@%i’ e t m e e Ry g v o T e s YR MU P i St

De met hehulp van de methode der kl:oinste

(11} jgﬂ‘*m ;"; ~ s’;‘zﬁ,“ F

(14) "5 R T Sy
£ - Y M: i:m o e :
& )4

gljn brulkba&r! indlemﬁv 1dqwrtls qwn.fM-vnlgenﬂe voorwaar-

.....

den-
1) De meetfouten i (i = 1,...,n) zijn cnafhankelijk ver-

deeld met srreidinger éﬁgy, (nm¢>bekend@ 01) en gem1dde1den

’’’’’’

2) De meetfouten 27 (1 = 1,...,n) zijn onafhankelijk ver-

ﬂ"" # - 'W"Mﬁm &

deeld met spreidingen ¢ Q‘m“u%"r“{_ {met bekende fé ) en gemlddelden
0.

i d | ?&
R A ﬂ’ -
. W o Y
N f 3 % ") ‘ peode-d iM?} B ) m ?u
‘{::y"n E£ *‘*ﬁ-«ﬁ z;fl‘ - '(im Py By OO i A V}f
Ty v G0 N3 Do | !‘

.....................................

Bijzonder gevallens foutlioze

4.%3.1. Indien % exact meetbaar is (w,®= O voor iedere ¢ ) krijgt men
. W
een bljzcnder geval van hcet vem.ge (ﬁ’wm 3 —s constante > 0).
Noemenwe in dit geval U, = @, dan vinden we uit (10) en

(11) door

- o» te laten gaans:
S S . % T
(17) @ = iz I

met : (,,9;' ) 3 t; \ &
, e = on O W (£.-3% )

(18)‘ A - {z_# - QT ) ‘ CE,}‘ nzcg (3 é‘}fy:“ﬁ

x t q{w | . | _ . G
Waarin <, ,e.., 3, bekende parameters zl])ni
Als schatting van ¢ *vinden we na enige herleiding van

de vorm i ,

o ' , ” 2 .
(19) S (s, - zz*sh)

In dit eenvoudiger geval zijn nog minder onderstellingen
‘nodig, om de methode te rechtvaardigen. Nu gelden nl. de

volgende stellingens



E;,&ﬁ{ en M 0

ya fbla iedere keu?@ d@r ;

j: Inwlmn voor iedere

2
1l T = ﬁ’"/’
%« ;,;Hi

en d. e meetf@u’m_

g;; Qnd@rlmg .... ’“”1}11, m,jn d
ingen «’en p"uit (17) en ( 153) zuive I‘f on bezitten zij
van &11@ ﬁU1V@r@ ﬂchattmw en, d:.m lin@alr in de (2 zijn

H;‘"i
d@ kl@lnste u (523 ;g %j ’gn dus dc‘; ﬁmeltreffendate

schaa.“tt 1ng@n van Ml@ dle llnealr’ in de & -
zijn. Tevens

Wﬁﬂ

» < e
- LMy o~
(20) { o AR .
mg 1
%4
een mulver@ sc‘wat‘blng van mﬂ't spreldz nb%l adraat van a .

Het bewijs van stelling 2 is triviaal. Voor het bewl s
van stelling 3 vergelijke men b.v. J. NEY'AY and F.N.DATID
» Waar men ook een historisch overzicht over deze en
algemenere stellingen uit de theorie der kleinste cuadra-
ten vindt.

4.3.2., H. CRAMER (21 Pe 549 e.v. bewijst de volgende van R.A.
FISHER afkomstige stellings

S‘telling r Is voer iedere L : 0 en > narmaal verdeeld

m “""""0

g@mlddele O en qprelﬁlng dan bezltten a en b normaw
1. le verdellngen met p‘camldd clde resp. fSV@preldlngsquadraten
2” ﬁ' LT {H‘;*" f - gt i

mverdellng me't n--~2 graden van vrlgheid Terwijl
- J - fj - 3 - f”’L Wt}
5§‘/_ * m-n&w en Vn. =. ) T "'*"5* beide verdeeld ziin
) »
volgens een Stud@n‘tmverde llm* me‘t nm? graden van Wf"l"l.‘ﬂf’l@l‘ii

Hieruit kan men dus betrouwbaarhe idsgrenzen bepalen voor
AL , voor 3 bl] gegeven K (N.B.: @*en b% zijn niet onaf-
hankelijk verdeeld) en een betrouwbaarheidsgedbied voor «en
> gezamenlijk. Tevens volgt uit dez@ stelling, dat voor
dit geval (0%: I wvoor iedere c ) é“ een zuivere schatting

van J‘ iS N

er geval is k=1l: men ve'rkrijgt dan de
egresslelijn. Voor dit geval mlﬁn, evenals
voor het algemenu g geem betrouv

*b&mrhwlds+
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schapnen. Diverse

bij een onderstelling over de spreidingen van de fou-
beide richti: aakt, zijn ontwikkeld.
publicaties dlan&ﬁn{? aande vindt men bij A. WALD

Hovermeld.
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i‘!' il : )
i P
of
f
ﬁ.

Uit het vorige bhlijkt, dat de methode der kleinste gquadra-—
ten een uitsteckende oplossing van het probleem geoft, als
t exact meetbaar iﬁs, vooral als men bovendien normaliteitt

mag nemen. Vvoor het verkrijgen
methode ook zeer ge-

van de fouten in de ¥ Aaan

van « en {» 18 de
s aan mestfouten onderhevig is, maar de

van eenschatting

wﬂm

schikt, indien ook
verhouding van de spreidingen der mectfouten bekend is.

Gegevens over de al of niet normaliteit van de fout in de
r» —richting cn over de verhouding van de spreidingen kan

men verkrijgen indien het aamtal waargenomen punten niet e

klein is en leder punt & twee maal waargenomen wordt.
e in het volgandm te btespreken schattingsmethoden zijn

daarom vooral van belang voor het geval, dat beide coordi-
naten met mectfouten belast ziin terwijl er geen of weinig

tingen voorhanden zijn. De methoden ter verkrij-

duplicaatm
ging van betrouwbaarheidsintervallen, die besproken worden
in de punten 8 en 9, zijh ook toepasbaar als de hier be-
sproken methode der kleinste quadratén en die van ‘Vald
(zie punt 5) falen.

ttethode van A, WALD, -

A. WALD [17] was de eerste, die {in 1940) cen schattings-—
methode ontwierp, om cen bruikbare schatting van de para-
meters te verkrijgen, als de verhouding van de spreidingen
niet bekend is. De fouten behoeven ook niet normal ver-
deeld te zijn; voor het geval ze dat wel zijn, leidt Wald
baarheidsintervallen af voor o , voor [

bij gegeven « en een betrouwbaarheidsgebied voor « en f3
tezamen., Een kleine wijziging ter vergroting van de effi-
9) aangegeven door M,S. BARTLETT | 11 .

bovendien betrouw

ciency is later (194

¥ald maakt de volgende ond@r ‘telll : 2ij n even (voor

L O

oneven n kan men b.v. het waargenomen punt met de middel srt@

x -waarde buiten b@schouw:z_ng laten) en zij m=F=
schik de punten P (i = 1,...,n) volg ans capklimmm nde



x~ {of y~) waarden en verdeel ze in twee groepen & en (3
waarvan (, de eerste m en &, de laatste m van deze gerang-
schikte punten bevat., Zij T, y...y m de groep &, en

T . 4e.-3P. groep G,. De onderstellingen zijn nus

1} De meetfouten «, (i = 1,...,n) hebben alle dezclfde
verdeling met gemiddelde O en (onbekende) spreiding ¢« en
zijn onderling ongecorreleerd, d.w.z. &4, «=0 voor i j.
Analoog voor de 2z (met spreiding g, ).

-

2) fiﬁ*’%’;— = (O voor icdere i en J.
—
%) «&mw%‘mm{/m (T A £ ‘>O
¥~ OO
4} Behoort P tot G, en :E; tot G, , dan is £, < %{; .
BEen korte discﬁssie van deze onderstellingen volgt in
pun-b 5# 54-

5¢3. Als schattingen veoert Wald nu in?

VOOr o ¢
 Zy Z: ¥ -
5w - T %
f 4 A3 4
VOooY /32
(22) | éwxgwﬁvf Pl jl}"ﬂ;{ Z;ﬁ e ow L T
X
vOoOor a\fﬁ“: [ S;m ...-.':J__ (Q[,t--ffa%
(23) SY o= o fsio S .
3 | - f}:w' - ;';,-2__}, ' X . qu , me't J) S}m = L [;Ew})
en voor G [ Sy #7 e l57)
| < Py ' -?w

De schattingen & ,en _ﬁzw_ z1in, zoals Wald aantoont,
pruikbare schattingen van « en f» . Indien Sx s 2y ©en 3 xy
in waarschijnlijkheid naar hun verwachtingswaarden conver-
geren, waartoe een verdere voorwaarde, zoals b.V.

Lo 55 =0 Ll en f v Yo simely

3 -» o0

!
27
* voldoe nde is (vgl. voorwaarde 4 van stelling 1), dan f'z:'..;]n

)

ook | Siw. - en 5‘,,,,.,,,_,,r brul}rbare scha*b‘clngen van g en Ty .
o Een derge 1ijke voorwaarde +ordt door Wald niet genoemd en _
- U.l‘t lel’l bew:L;;zen bligk‘t nict, hosa 733 p'emls*t kan wordenq B



Voor het geval v normaal verdeeld zijn, leidt
Wald betrouw!

baarheidsintervallen af voor « en . Dit

geaichtspunten op; voor de formules zij

eC i t el CE o o I"t i}{ c 1 »

BARTLETT,

helling van de lijn, die de

”” £hwiS de
tepunten” van G,en G, verbindt (als men aan alle pun-
BARTLETT fl] stelt voor,
gelijke groepen te verdelen, H, , # en .,

. met kleinste abscissen en H; de punten
met grootste abscissen bevat. ') Hi) bewijst voor een spe-
ciaal geval, dat dit de doeltreffendheid van de methode ten

goede komt, d.w.z2. dat de spreiding van de schatting er-

door vermindert. Verder geoft hij een duscussie van de

mogelijkheden voor de schatting van J.en d.en leidt hij de
formules voor de betrouwwbaarheidsintervallen af, w.iartoe

deze

nethode, naar analogie van die van Wald, leidt.
Nald gaat bij Bartlett over in

{7/ 3 N f
AP INEIRIEY:
n oo ' $ n+i

en voorwaarde 4) in:

gt., < g{/_ 4 5{'

Voorwaarde 3) kan, indien £ , zoals cgndersteld, geen
waarschijnlijkheidsverdeling bezit, geen moeilijkheden op-
leveren, Zi} houdt, daar n uiteraard eindig blijft bi]
toepassingen, in, dat men de punten niet te veel op een

Veorwaarde 3) van

FG, dan 1is

kluitje moet nemen.
. Voorwaarde 4) is bezwaarlijker. Deze houdt in, dat de
verdeling in de groepen G, en G, , resp. H,, Hen H;,
onafhankelijk van de meetiouten moet zijn of, populair
gezegd, dat geen purﬁz ten gevolge van de meetfout in de
E —=richting in een "verkeerde" groep mag kunnen raken,
Deze voorwaarde is nodig, om de onafhankelijkheid wvan de
meetfouten ondanks de groepering te behouden.
'} Deze suggestie werd ocorspronkelijk op experimentele
gronden in iets gewijzigde vorm door K.R.NAIR en K.S.
BANERJEE [15] ’ _ ‘

geopperd.



6.2, Onderstelli
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een specigsal voorbeeld, waarbij de doeltreffendheid ¥an hun
schatting groter is dan die van Wald. Een algemene discussle
van deze efficiency geven zi]j niet.

'.- | *

1) Onderstellingen 1) en2) van Wald {(zie 5.2).

|
2) Voor i< j is &, <§ ).
3) Er is een £>0 gzo, dat

Mo PL &AIZ C(z-E) >8] =1«

Py~ O

(Deze derde onderstelling wordt door hen als vanzelfsprekend

aangenomen) .

6.4,

Voor o
n -
22 (%-q) S lyi=g
f ™~ £ L — ez /
(25) QHE = - Y W
Z 2 (-2 2 (% ~%)
f'(l’: Ex #
Voor Az
(26) bpb“ é;"' aﬂ;ﬁim

Van beide schattingen bewijzen zij de bruikbaarheid.

Housner en Brennan geven de formules in iets algemenere
vorm, nl. voor het geval, dat er van het punt yfi = (553475) ny
waarnemingen zijn verricht (i = 1,s..,0)s

Opmerkingens Voorwaarde 2) komt overeen met voorwaarde 4)

van Wald, maar eist meers Voorwazarde 3 ) is het analogon van

voorwaarde 4) van Wald., Deze methode zal in verband met

voorwaarde 2) het best toepasbaar zijn, als de punten

ongeve er aeguldlstan*t 11ggen, daar dan de kans op volgorde-
e wﬂ St es? i, oY Mmﬁg

verwissel ingenYtot de r me*t ode van Wald, waarbij verwisse-

lingen binnen ieder van de twee groepen zijn toegestaan.

' ) D.W. z. de punten zijn gerangschikt volgens opklimmende
waarden van de "ware" abesissen. I.h.a. zal men tot deze
rathGhikking alleen in staat zijn door de punten volgens
opklimmende x-waarden te ordenen; voorwaarde 2) houdt dan
in, dat de wverschillen tussen de E -yaarden 2zo0 grocrt zijn,

dat de meetfouten de volgorde niet kunnen verstoren.
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aarheid door de asuteurs bewezen, aan de zuiverheid
of onzuiverheid wordt g aandacht geschonken. Men kan hier-
over echter het volgende opmerkens
Verwisselt men bij &g mle methoden de twee codrdinaat-
assen en past men vervolgens dezelfde schattingsmethode toc;
dan verkrijgt men dezelfde 1lijn als schatting van I als oor-
') dere woorden, men vindd één 1lijn en

spronkelijk. Met and
niet twee verschillende, zZoals in d. gewone regressai@ ana Lty s’

Dit feit leidt er echter toe, dat de schatting
meen noodzakelijkerwijze onzuiver is, zoals men 2l1s

kan inzien
De vergelijking:

(1) NPT

kan men ook schrijven als

(27) % = x L é
Is nu @ de schatting van &, dan vindt men door verwig-

. | ' - J g T P W
seling van de assen é als schatiing van = . De eigeaschappnl.
SN

die aan @ ten opmichte van &« toekomen, moeten dus ock &&an -

ten opzichte van J toekomen, dus als

£a-
£2L =&

moeten zijn. Daar echter (indien i &»>03m 1 is) geld'ba

(28) £ 4 53“;‘;,

tenzij a é¢n Waarde met waarschijnlijkheid 1 aa;

w

dit in het algemeen niet het gevali

is, dan zou ook

7.2. In plaats van de gewone zuiverheidseigenschaps

Ea=cc

kan men echter ook de eigenschap van "medman-zulverhew j"

ARSI g, AN U i R g

) Bij de methoden van Wald en Hou sner en Brennan geldt Gi
_ slechts, als de groepar:\.ng resSpe volgarde bi} rangschn.k
king \aar opklimmende 'xwwaard@n dezelfde is als bij] rang-

r opklimme

* g

schikking ne

>




TeDe

K

' e‘igenschap van additiviteit bezit en «-g 1in het algemeen niesd
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beschouwen; wij kunnen a mediaan-zuiver noemen, als geldt:

(29) AMeal q = o
d.w.2z. als de m diaan van de verdeling van a gelijk aan o
is. Daar voor de mediaan (mits Pl2>ol-1c¢fois) geldt:

(30) L/%C{ L= 1
’ % Al @

kan de eigenschap van mediaan-zuiverheid bi) schattingen var
de in het vorige punt beschreven aard wel vervuld zijn.

Inderdaad geldt wvoor de schattingen @  en Q. van Wald en

van Housner en Brennan:
(31) Aed a, = = Aad a g = X
Immers in beide gevallen is:

dt“* = Xx,~-A-({HXL; ~ )

-

D

aus
~Xy) - X (4o~ e) + (¥ - V)

duss
TR n ™ 4
(2 w-3 i)+ 2 “mz,; -
C32) "g*"kf w O — 1 :+I e o
' Z: Xé Zi 7‘
£ Yy % 4
21 |
' X 2.2 %y~ sy +§.z(?¢“...
Z 2 (%; - X e)
K<l _
In beide vergelijkingen is de tell van de tweede term

“‘ ol ¥

van het rechterlid symme trisc‘fxg%%eﬁﬁ is, als w,en &g de--
zelfde verdeling bezitten. Daar de verdeling van de noemer
niet onafhankelijk is van dieé van de teller, kan men niet
concluderen, dat deze breuken symmetrisch verdeeld zijn,

‘maar wel, dat hun mediaan gelijk aan nul is, daar de noemer:

in beide gevallen steeds positief zijn en de tellers de me-
diaan O hebben.

In beide gevallen is
(34) b=+ (x-2) § - (ag "i})

 Daar echter de mediaan niet, zoals het gemldaelde, de

symme‘brlsch verdeeld is (bi} symmetr:;,sch verdellngen is de
mediaan wel addi'tlef Yy 11;}1{‘1: het m_e‘b eemoudlg, voorwaarden *



- aan te geven, die b tot een mediaan-zuivere schatting van 3

8. Be’brouwbaarheldsgrenzen voor & en (3 zonder onderstelllng van

rrormaln.‘telt van de :Eouten.q

8.1. Op de S‘tatistische Afdeling van het Mathematisch Centrum zijn
enige methoden ontworpen ter berekening van betrouwbaarheids-—
grenzen voor &« en {5 zonder de voorwaarde van normaliteit
van de meetfouten, die in dit en het volgende punt besproken
wordens.

8.2. De onderstellingen, die bij de eerste methode (J. HEMELRIJK

[7] } gebruikt worden, zijn verschillend bij het bepalen van
betrouwbaarheidsgrenzen voor « en voor [> .

Voor het bepalen van een betrouwbaarheidsgebied voor & Wordt
ondersteld:

la) De ‘meetfouten « (L, en 2 hehben een simultane wasrschijn-
1lijkheidsverdeling, die onafhankelijk 1is van 1. H)

1b) De kans, dat het punt (¥, 2:) op een gegeven rechte
1ijn in het ( «,?;)-viak ligt, is gelijk aan O voor iedere
1ijn in d4it vlak. h

lc) Noemen wij het "ware" punt met kleinste abecis @, en
het “"ware" punt met grootste abscis &,, dan kan men de hij
(% en @), behorende punten 15 en %, aanm.g zen onder de punten

P (i=1,...,n). ")

Voor het bepalen van een be‘trouwbaarhelds interval voor
onder de hypothese, dat de helling o gell,}k 1S 2an een geges
ven waarde a wordt ondersteld: .

2) De meetfouten «,; en i~ hebben voor iedere i een simul-
tane waarschijnlijkheidsverdeling, die van i afhankelijk kan
2ijn, maar waarbij voor iedere i de kans, dat P aan de &ne

zijde van L ligt gelijk is aan de kans, dat P, aan de andere

P S 4N Junty SPens: WIS iy Sy

") &, en V; behoeven dus bl:} een zeli'de i niet onafhankeli,]k
van elkaar verdeeld te zijn; wel is de verdeling van de
paren (%) en (4, ¥:) voor j#41i onafhankelijk,

e Deﬁe onderstelling is van dezelfde aard als on&erstelllng -
4) van Wald (zie punt 5. 2),zn.3 het iets zwakkem 2i] kan

nog enigsza.ns wcrden verzwak'b dit za}. hler echter m.e'b -
worden behandeld, In de genoemde publlcatie word‘t h:kerw- o

over :Le't.s meer gezegd.
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zijde ligt, terwijl de kans, dat [; op L ligt gelijk 1s aan

O.
Voor de bepaling van een betrouwbaarheidsgebied voor x €n /3

ezamenlijk wordt zowel la)...c) als 2) endersteld.

8.3. Betrouwbaarheidsgebied yoor & .

Een betrouwbaarheidsg
drempel

ebied A voor « met onbetrouwbaarheids-—

(35) Pr = i’?(:ij" = o m§ »2/

wordt nu gevormd door die waarden a, die voldoen aan het
volgende criteriums

Trekt men in het (3,7 )=vlak(dat tevens (x,y)-vlak is),
door B en 7, twee evenwijdige lijnen L, en L, met richtings
coéfficient a, dan bevat de strook, die begrensd wordt door
L, enl, (deze lijnen niet inbegrepen) hoogstens n-m~3 van
de punten E(i ® 2,00,0-1).

Bewaezen dient dan te worden dat

| . A {E’qffu {”’r} -l-J)
(36) PlaeAl= "S5ty

is. Dit bewijs berust op het feit, dat de afstand %, van P‘
tot L (i = 1,...,n), gemeten in een willekeurige vaste rich=
ting, onafhankelijk van elkaar verdeeld zijn met dezelfde
verdelingsfunctie voor iedere i. Uit het felt, dat alleen dan
ol niet tot A behoort, als minstens n-m van de afstanden 2%
gelegen zijn in het afgesloten interval met L  en 2, als
grenzen, volgt (36) met behulp van een senvoudige redenering.
A bestaat uit een eindig aantal intervallen. Indien men doorx
P en B, twee everwijdige lijnen kan trekken, waartussen alle
overige punten P- gelegen zijn, gaat A over in &&n interval.
Dit is steeds het geval als de meetfouten niet te groot zijn
in vergelijking met de afstand van &, en &,tot de overige
punten @;, '

8.4. Betrouwbaarheidsinterval voor /> onder de hypothese X= .
Een betrouwbaarheidsinterval B voor 3 bij gegeven «=a met

onbetrouwbaarheidsdrempel

-n+d ud n-3"
(37) Pz*ziz(?) ' (02X < "z')

- f-‘ﬂ'ﬂ

verkrijgt men door de lijnen L, en L, door T resp. b



van de punten F ge

en L, minstens &ér
dlch'ber bij elkaar gebracht kunnen Worden, zonder da't
minstens é&n van beide zijden het aantal buiten de strook
gelegen punten groter dan k wordt). De doorsnijding van
deze strook met de 77 ~as is het betrouwbaarheidsinterval
B. Het bewijs van deze stelling volgt gemakkelijk uit on-
derstelling 2).

8.5. Betrouwbaarhcidsgebied voor « en (3 gezamenlijk.

De bepaling van het betrouwbaarheidsgebled vooIr « komt
overeen met het vaststellen vanen criterium ter verwerpling
van de hypothese, dat « de waarde a bezit, waarbij de kans
Pt bestaat, dat a zelf aan dit criterium voldoet. Bvenzo
komt de bepaling van het betrouwbaarheidsint crval voor /5
onder de voorwaarde «=a neer op het vaststellen van een
werping van de hypothese, dat (5 onder de
voorwasrde « = a de waarde b bezit, waarbij de kans f. be-
ataat, dat [3 zelf san dit criterium voldoet.

Van deze twee crlterla is het eerste gebasec rd op de
plaats, die %, en %, innemen in de naar opklimmende grootte
cerangschikte rij getallen (i = lyene ,n) (het is dus onaf-
hankell,]k van het teken van de 2, ), terwn.;jl het ’tweede cri-
terium 1nvar1an't is tegen permutatie van de punten P (en
Juist van de tekens van ae %7, afhangt). Hieruit volgt, ‘dat de
twee criteria onafhankellgk zijn, zodat de kans, dat hetz i)

¢ @an het eerste, hetzij s» aan het tweede criterium
(als daarbij van de ware richting X gebruik gemaakt wordt)
voldogt, gelijk 1is aan

criterium ter ver

(28) P = L2t/ ~ 1 fy

‘ Laa:t men derhalve Q alle waa.rden van A doorlopen en b@---
paalt men bij] mdere & het blgbehorende 1n'terva.l B dan vorms
de zo verkregen verzame 1ing van punten (a,b) een betrouw-
baarheidsgebied door het punt (%,P) met onbetrouwbaarhelds~

drempel Pe

8.6. Ter verduidelijking van de methode geven wij in fig. 1 voor

cen eenvoudig geval de constructie weer.



[;'*i, L M= 73 = 1 {u:i E
. /b,_‘,_x o_,caaj Pax 0,00¢

In deze figuur stelt A de héek van richtingen voor, die
een betrouwbaarheidsinterval met onb etrouwbaarheid sdrempel

P = 0,039 voor de richting van I vormen. Voor de beilde

uiterste richtingen zijn de intervallen ( / , f) resp.

(7%, 7;’) betrouwbaarheidsintervallen voor /% onder de voor-
waarde, dat &« de bijbehorende waarde bezit, met onbetrouw-
baarheidsdrempel p,= 0,004, '

Het door de gebroken lijnen 7S, en 7;51 (&, begrensde
gebied G van het { f % )=vlak vormt nu een betrouwbaarheids—
gebied voor I met onbetrouwbaarheidsdrempel A+ ~fA/ =0,043
in die 2zin, dat de kans, dat d4it stochastisch gebied 1L ge-

‘heel bevat = 0,957 is, terwijl omgekeerd niet ledere lijn,

die er geheel in ligt, een a en b bezit, die tot het simul
tane betrouwbaarheidsgebied voor « en (3 behoren. Wel is

dit met de a steeds het geval, maar ‘de b behoeft niet tot
het met behulp van deze a geconstrueerde betrouwbas rheids—
tln‘terval B ‘te behoren. Het betmub. irheidsgebied voor L ,
11ng *mlt du: ni@t mman met

ame

opgeva't alﬁ een 1ijnemmr%
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erzameling van alle lijnen, die geheel in G ligg
Ben kleine complicatie doet zich verder voor, als een
1ijn als b.v. P P in figuur 1 de lijnen 1,5, en (, S,
snijdt. Het van de hoek 7/;35; &, afgesneden gedeelte be-
hoort dan ook bij G.

Het betrouwbaarheidsgebied voor o« en P gezamenlijk krijgt
in dit geval ongeveer de in figuur 2 getekende vorm (het
gearceerde gedeelte van het ~-v1al

8,7. De hier beschreven methode is, zoals uit de constructie en
uit veorwaarde i.c van 8.2 blijkt, vooral geschikt, indien
de meeste punten vrij dicht bij elkaar liggen, terwijl zo-~
wel links als rechts van deze puntenwolk minstens é&n punt
gelegen is. Dit is dus juist in die gevallen, waarvoor de
methoden van Wald en die van Housner en Brennan, evenals de
in het volgende punt nog te bespreken methoden minder doel-
matig 2zijn (iih.b. ook in verband met de voor de verschil-
lende methoden variétende eisen emtr‘ant invariantie van de
volgorde t.0.v. de meetfouten):

lineaire transformaties van lffet assexfmtelsel 13,1:&1'1 de

wijze van cons‘bruc’t {e invarianti 'i'_"i‘g"’h uit—

Dit kan het grﬁ
voeren van de constructie soms vergezkkalijken. Nadm: deze _
is ‘ui‘t;gevoerd leiden dan enkele bereke nirgen van hellimen -




9.

Methoden van H, THEIT.

9.1. H. THRIL D.G} heeft twee methoden ontworpen, die weliswaar

opgezet zijn in het kader der regressieamalyse, maar die
cok op het hier besproken probleem kunnen worden toegepas-
Wij lichten uit zijn (nog niet verschenen) artikel die de-
len, die relevant zijn voor het hier gestelde probleemn,

o

9.2. De eerste methode berust op de volgende onderstellingen

Voor de bepaling van een betrouwbaarheidsinterval voor «t

*AT ST PRI IO - Lk i Rp N g S che - v W

1) Is £.< E dan is ook x;<x% . (vgl. 6.2).

2) BEén van de beide volgende onderstellingen moet ver-
vuld zijns ')

a. De meetfouten w«. en z (i = 1,...,n) hebben voor iede-
re 1 dezelfde simultane waarschijnlijkhe idsverdeling; de
paren {4 ,¥;) en (« Uiy ¥ 2%} zijn onafhankelijk voor i# j, de
verdelingsfunctie van z_f‘ - X, 1is continu in de mediaa

~ b. De meetfouten zijn alle orafhankelijk van elkaar ver-
deeld; ieder van hen is bovendien symmetrisch verdeeld, ter-
wijl de mediaan van &; voor iedere i dezelfde is; evenzo de
mediaan van %; veor iedere i. De verdelingsfuncties zijn
alle continu in hun medianen,

Voor de bepaling van een betrouwbaarheidsinterval voor &
onder de hypothese o= a, wordt bovendien ondersteld:

'2) Med (v; -~ayu; )= O voor ijedere i.

De betrouwbaarheidsintervallen worden nu als volgt bepaalds
Zij de rangschikking 7 ,..., /4 verricht naar opklimmen—

de grootte van x; en zi j ms fn (met eventuele weglating) van

het middelste punt). Zij verder: '

(39) &=

Wegens (vgl. 7.2) _ _
“yf“z‘in;i = oc{*zt Smmj ,p([a, ”“m%t)"‘(ff” l"m.u)

| ﬂ%“mmmw”

. ’} Dlt is VOldOél‘ﬁe, ~

slech‘ts, doat K { & - % e

o i als mediaan i hae ft.



indien voorwaarde 1) en 2) vervuld 2zijn.

Rangschikt men nu de gevonden <;(i = 1,...,n) volgens
opklimmende waarden en is:

_ , ~m+d ™
(41) Py = < “. / /

- s

dan zijn de rfen de (m-2+1)= van deze rij der a, de uit-
einden van een betrouwbaarhecidsinterval voor X m
trouwbaarneidsdrempel 4 .

Voor 2 kan men, onder hypothese «=a , een betraoauwbaar
heidsinterval afleiden op dezelfde wijze als bij de vorige
methode (zie 8.4.). Bezit dit betrouwbaarheidsinterval de
onbetrouwbaarheidsdrempel A en duiden wij de twee inter-
vallen aan met (@ ,4a,) en ( 51 ’ 54)? dan 1St

é’ 2 ; .éi -ffe < é-! ] i {jmﬁa){f*'m‘ﬂ)

(42) ’P[ Ry £ X

zodat men een rechthoekig betrouwbaarheidsgebled voor « en
3 gezamenlijk heeft. De reden, dat men in dit geval geen
betrouwbaarheidsgebied voor het punt («,3) van de in 8.6
beschreven vorm verkrijgt, is dat in dit geval de in 8.5
genoemde onafhankelijkheidsvoorwaarde niet vervuld 1s.

9.4. Detweede methode bezit vermoedelijk het voordeel, scherper
te zijn dan de vorige. De berekeningen worden echter veel
uitgebreider, daar hierbij niet slechts van +n hellingen
gebruik wordt gemaakt, maar van de hellingen van alle moge—~
lijke verbindingslijnen van puntenparen P 7” (het verschil
met de eerste methode.vertoont een zekere analogie met het
verschil tussen de methode van Housner en Brennan &n die wvan

Wald).

Voor het bepalen van een betrouwbaarheidsinterval voor %
worden de volgende onderstellingen gemaakys

1) Is £:<%; danis % <Y .

~ 2) De meetfouten «; en #; bezititen m:mr iedere i gezelfde

simultane verdeling; de paren (% ,¥) en (,,,,J y V) zijn onaf-
“hankelijk verdeeld voor i+ j3 de grootheid y ~a ¢, 1is

continu verdeeld voor iedere constamte a (d.wiz. in het

( & ;2% )-vlak is voor iedere vaste rechte lijn de kans, a

. he-r. punt {4 ,% ) er op ligt ‘gelijk aan mul).




9.5. Het betrouwbaarheld&:ln‘terv Yordt nu als volgt bep

TAPARE S mior: a0 SV - sorse-Aa s e L Ao N~ - gl

De rangschikking #,..., % 2zij weer zodanig,
1S voor ¢ <0/ » 41] verder

oalds

t..mju - Y ma[”@"“ﬁ'
(43) gé/ - 'é, id = o + *(: o’ /) ¢ < /7
7T v %% /

met 1 = 1ly..., n~1 en j = i+l,...,n. Dan is @, >« dan en
slechts dan als 2 -wk; < wr- 2, . Vullen wij VOOI o e@n
willekeurig aangenomen getal a in, dan is het aantal geval-

len, waarvoor % -a« )t -2< (met i< j) is, voor ieder
waarnemingsresultaat bepasld. Dit aantal, dat behalve var
het waarnemingsresultaat ook van a afhangt, noemen wij ¢
g (a) is een stochastische variabele op de collectie van
alle mogelijke waarnemingsresultaten.
Nu is de verdeling van

_ la) [
R

bekend, onder de hypothese dat de grootheid -2 %; onaf-
hankelijk van i verdeeld is {(zie M.G, KENDALL ;_10;;3 [11]; [4
heet de rank correlation coefficient, hetgeen men zou kunnen
vertalen met rangcorrelatie codfficient). Aan deze hypothese
is in ons geval voldaan als «=&« is, terwijl bi]j toenemende
afwijking van « de kans op grotere ¢ toeneemt. Neemi men nu

r zo, dat

(45) Plgwze-1]= 3/

&

15, en rangschikt mende 273 volgens Opklimmehde
(a,y/!i ....</¢zy%
dan ziin de ¢ en de ( [2)-7+1 )e van deze rij de uit%inden

van een betrouwbasarheidsinterval wopor o« met onbetrouwbaar-
heidsdrempel p; ¢

(46) .& ?[ (fgy}t = M < (gﬁ?j{}"j*ﬁrf ] ; RLg.

Voor 3 gaat men te werk als bi} de eerste

moethode.

9.5. Deze methoden zijn, zoals in de betreffende publicaties zal
blijken, voor velerlei generalisatie vatbaar: het gantal
varlabelen, waarvan lineair afhangt kan willekeurig groot
gemaakt worden; de linea  riteit van het verband kan getoetst
worden 't.egen COI’IV@Xl‘bel‘b* ui‘tbrm,dlng tot vergelijklngen
van hogere graad is mogelijk; stelsels
‘onbekende parameters kunnen op de%a wig ze Word@n behandeld

o zzw
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In verband met voorwaarde 1) zijn beide methodes, evenals
die van Housner en Brennan, het best toepasbanr, als de
punten ¥, engeveer aequidistant liggen.

10. Het geval, dat & een waarschijnlijkheidsverdeling bezit.

geduld
als geval 1 en geval II. Hoewel deze gevallen betrekking heb-~
ben op geheel verschillende problemen, kan er toch een nauw
verband tussen gelegd worden.

10.1. In 2.2 zijn twee verschillende situaties genoemd, aa

In geval I bezit % geen waarschijnlijkheidsverdeling
worden de coordinaten van de punten &, ,..., @, opgevat
onbekende parameters van de waarschijnlijkheidsverdeling wvan
de Xx, en j‘ . Dit doet zich b.v. wvoor als men door de in-
rlchtlng van het experiment de grootte der ﬁ min of meer
nagr willekeur kan bepalen ook al kan men ze niet exact
rrie‘b“em

In geval II bezit 2 wdl een waarschijnlijkheidsverdeling
(en we schrijven dan X in plaats van § en >/ in plaats van
7 ). Deze situatie kan zich b.v. voordoen, indien X en )/
in principe meetbare grootheden zijn, mear men, om &é&n of
andere reden, alleen over onna_uwkeurige metingen be schikt
(de nauwkeurige meting kan b.v. een niet beschikbare appara-
tuur eisen of te veel tijd in beslag nemen): Daar x en ¥
nu ook een simultane waarschiinlijkheidsverdeling bezi'b%en,
kan men de X en ) geheel uit het vraagstuk elimineren en al-
dus tot de gewone regressieanalyse overgaan. Indien echier
X en >/ b.v. natuurkundige grootheden voorstellen, is het
zeer wel mogelijk, dat het verband tussen X en >/ wel, maar
dat tussen X en cg niet van ulteindell;}k belang is. Bovendien
behoeft er tussen x en s geen lineair werband +te bestaan,
als dit met X en y wel het geval is. LIN DLEY {12] bewijst
d:.enaangaande de valgende stelling:

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu
TP IR R T R R R R T L TS RN U A et T ko St R
lllllllllllll 'H"‘

iiiiiiiii
iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
*******************************************************************************************************************

hen lndlen geld't* .

y::t()('fﬂ = X+u JNX“"E'
dan is noodzakelljk en voldoenda, _opdat de regressie van ; o
‘ben opz:.chte van X l:mealr 213 ’ ”d.w z.. _ opam '
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| 4
(47) fgwx # :_*:.Oﬁfjx-fﬂ
1s voor iedere x , da-t; voor de karakteristiecke functies
4f . x _
Zg_ (T) = f-e o Z:’.S' (z) & fef _ '*)
van « resp. X= X-£X , geldt:
. .
o~ o
(48) Z}?(z‘)m IiZEi- ('C‘)} «
(49) /3’:(;3'-.%-(0(”9("),5_%*

**************************************************

Opmerking: 1. De in deze stelling geneemde noodzakelijke
en voldoende voorwaarde betckent b.v. voor het geval, dat Z;
normaal verdeeld 1s, dat « ook een normle verdeling moet be-
zitten., Daar bovendien in het algemeen een macht van een
karakteristieke functie zelf geen karakteristicke functie 1is,
wordt door (48) aan het type van de verdeling van 2___( gen stor-
ke beperking opgelegd. '

2. Uit de stelling volgt verder direct, dat

di

~ ‘1< Je!

dus
moet zijn, terwijl o en: o« hetzelfde teken bezitten.

Wij zullen in deze paragraaf geval II beschouwen zonder eli-
minatie van X en >/ .

10.2. Notaties: E;n waarnemingsresultaat P go oo ,'P geven we aan
met P , W_aarbi] P het punt (%5 ,eces Xn, }1 go s o ,ﬁ) van een
on—-dimensionale ruimte R voorstelt. De bi} P R beho-
rende punten & ,..., @, geven We tezamen aan met & , waarbi}]
@ het punt ( X, yeeey Apy Yo srses %) in een 2n-dimensionale
ruimte 5 voorstel®.

C{’ bezit een waarschl;inl:x.;;kheidsverdeling in S, waarvan

we de verdelingsfunctie

F (Xes s Xn s Y oo Y )
verkort aangeven d oor

(&)

') 5....-.?-.. be‘tekenﬁ: is pe? defin.1.+ie gﬁ“lljk aalle




, DG

Tevens bezit P , voor ieder punt @ van § , een voorwaar-

delijke wasrschijnldjkheldsverdeling in R , onder de voor=-
waarde @=@ . P gerdelingsfunctie van deze voorwaard6113ko

waarschijnlijkhe idsverdeling:
Gr(%g 50005 Kne Jayv-° s gn 1 X =Xy 50000 K= K \f: 2 My ge s :jn*\}h)

geven we verkoxrt aan door G('Pl@c’)en de onvoorwaardelijke ver-

delinsfunctie G‘ (9‘; yeve s Kna ':[iv"“*“}h) Va Tl :E in —P\ door: G (q\:’)

"Wii hebben den de volgende betrekking:

(50) G(P) = [ G(Pl@) dF (&)
9

De in de vorige gedeel’upn afgeleide s chattingen a (van . )
en b (van ¢ ) =zijn berekend onder de hypothese, dat & een

bepaald (zij het onbekend) punt van 5 is, en zij bezitte
onder deze hypothese een waarschiJnl:.jkhuldsverd@llng, Waar—

uit hun eigenschappen zijn a:f:‘geleld Hetzelfde gaesldt voor de

stochastische grenzen van de voor « en (3 afgeleide betrouw- '

baarheidsintervallen. Wij zullen hier een schatting a van «

daar deze door P geheel bepaald is, aangeven door ~
o (P '

‘en betrouwbasrhe idsgrenzen voor « om dezelfde reden door

PURTRS

as = 4y (P) m Ly = a, (P

10.3 Beschouwen wij rrmu de methode der kleinste guadraten voor het
geval, da't de mee'tf out « in de X -richting identiek gelijk
aan nul 18; dan zien wij (zie 4.3), dat de vocrwaarde van
stelling 2 , 3 en 4 voor ieder punt & van 5. gelden, mits
slechts de algemene eis, dat er onder @, ,e¢+«.» @, minstens

twee verschill ende punten voorkomen, vervuld is., Wij ondcr-—-
stellen nu, dat de waa.rschlanll;}kheldsverdellng van @ in S

zodanig is, dat de kans, dat hieraan voldasn is, gelijk is
aan 1 en la.*t;en deze voorwaarde verde:r* “uiten beschouwing.

Dan geldt*

- S'tellln ‘ 6! Stelling 2 3 en 4 blijven onveranderd geldlg,
1nd:ten men E vervang't door X (1 = 1,. .o ,n) ’ ?vaarbij he'b

"

N p‘u.n'b @ ( X 220y X ) een waarschlgnl ;jkheldsverdellﬁg 11'1 o
) bezit.") o B . o R

o mrm A TR TR b w R b Ry RN

Mwwwwmhmm

! ) Kisoves Xn behoeven du.s n:l.e‘b onafhankel ijk verdeeld te

e

ZiJnu
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Bewiis: Dit bestaat uit twee delens

1) Indien voor cen schatting & van « in stelling 2 . 3 of 4
bewezen is, dat zij zuiver is, betekent dit, dat nu geldd

dat
(51) fwch a = {Q(P}déc’i’f’!&e} = &

is voor iedere el . _

Ben dergelijke schatting is dus voorwaardelijk zuiver,
onder de voorwaarde &-& , voor iedere ®e€5. Dan is 2zi]
echter ook onvoorwaardelijk zuiver, immerss:

(52) Za=[amat@ = [[a(PlodG(PIR) dF (@)=
R

K3

= [aF(@) [al) adG(PIe) = & [etFi)=
Y R S

Hetzelfde geldt voor de andere in steolling 2, 3 en 4 ge-
noemde schattingen.

2) In stelling 4 is voor « een betrouwbaarheidsinterval afgce-

leid: Geven wij dit asn met ( 4,, @), dan geldts

(53) Pla,«x<@,|@=@]=1-pP

voor icdere ®eS .
Derhalve is ook onvoorwaardelijks

(54) ?[ Ry (?)< o < aztf)]m fc;{,r{@) pfgiﬁMC E*s @w @] =
G -
= {(1“,?3)5/5{ F(ey = 1-p:

Aanloog voor het betrouwbaarheidsinterval voor (°> en hed
betrouwbaarheidsgebied voor « en 3 gezamenlijk.

10.4. De overige in het vorige gedeclte vermelde resultaten
zich niet zo volledig van geval I op ge_val 11 overbrengen,
daar deze resultaten gebonden zijn aan voorwaarden betref-

' ¢

fende & , die in het algemeen niet voor iedere & van o
vervuld zijn. Deze voorwaarden, die wij woard

zullen moemen , 2ijns

Voorwaarde 4) van stelling 1 (zie 4.2)3 '
voorwaarde 3 en 4 van Wald {zie 5. 2)
voorwaarde 2 en 3 van Housner en Br@nnan (zm 6,.2),

voorwaarde l.c van 8.2
voorwasrde 1 van 9.2,
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leiden van be‘trouwbaarm idsintervmllen, gedeelteliik wvoor
het bewljs der bruikbaarheid van bepaalde schattingen. Voor
leder van deze methoden gelden nu de volgende beschouwir

r* ‘ g ’% ; f.; r

1) Voor betrouwbasrheidsintervallent

Indien V verzameling van alle &€ uit § is, waarvoor asan
de betreffende nevenvoorwaarde voldaan is, dan is een onder
de hypothese &=& afgeleid betrouwbaarheidsinterval,
onbetrouwbaarheidsdrempel p ; tevens een voorwaardelijk
betrouwbaarheidsinterval, met dezelfdc bnbetrouwbaarheids
drempel, onder de voorwaarde &eV ., (Bewijs analoog aan hct

tweede gedeelte van het bewijs van stelling 6). Is
(55) m PLaeVi=1-9

dan is het betrouwbaarheidsinterval tevens een gnvoorwaarde-
1ijk betrouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheidsdrempel

£ ptg, 1},

2) Voor bruikbaarheid:

Aangezien dit een asymptotische eigenschap is, d.w.z. een

limieteigenschap voor n-o schrijven wij S, voor S en &
voor @ . Als er nu een rij deelruimten V is, met V, € Op !
zodanig, dat de betreffende nevenvoorwaarden gelij] g ]
N vervuld zijn voor @ e V, » geldt voor een onder de voor-

waarden

n)

bruikbare schatting @, van o 3

Is nu

voor geval II ove‘rgaat in een voorwaardaliJKa
Y , terwmjl tnvaar% Rok ol

‘@1131{ - geldt , dat fP[Q““J voor beide schat'bi;,

en f+94 l -




P Y b

dan volgt {analoog aan de bewijsvoering van stelling 6 )
(57) Pllan-xl<e]>1-8-9n v n> N(S)

zoda'b de schatting ook omroorwaardelljk brumkbaar 15 Ver-—
gell;}k in dit ver-band ook WAID [17] pun‘t 8.

I1T. Schatting van &én codrdinaat, als de andere

gegeven is.

11. Het probleem .

i

11.1. Gegeven zijn:n punten PL ge o=y E en de_ voorwaarden, die
nodig zijn, om uit deze punten volgens één der beschreven
methoden schattingen van «en [ te bepalen. Verder is van
een (M+1)I punt ’% de codrdinaat x, gegeven.

Gevraagd wordt een schatting te geven van de coordinaat
7. (resp. Vo ) van T en van deze schatting de eigenschappen
na te gaan. ') '

. vt

1l.2. Geval II. In geval 11 bezitten de punten ?1 SRENY h_ en P
een simul‘tane waarschi Jnllakheldsverdellng, Z0 dat men het
probleem kan zn.en als de vrasg naar de elgenschappen van de
verdeling van $o en in het bijzonder van y' , onder de
voorwaarde Io = _1'-;, ’ ‘terwa.;;l aan de ooordlna'ten van ?1 E ,*Rﬂ
geen vaorwaarden worden opgelegd. Dit is de beschauwzt.ngswijae
der regressieanalyse.

11.3. Geval I, In geval T bezitten de punten [ P yiva ,-P " en? everl-
eens een s:l.mul‘tane waarschi} nllgkheldsverdellng, nu echter
met de coordina‘ten der punten -®@.,. .., GQn en @ als onbekende
parameters. Men zou hier het probleem 0p deze lfde wijze kun-
rien stellen als ‘onder geval II, ‘voor ‘zoverre het Yo betreft;

'7 échter bezit gee’n voomaardeﬁlijke"wé.a';rschijnlgjkheid&-
verdeling onder de voorwaarde X=X, en in he% algemeen is
juist 7, belangrijk (en. niet ga J. Het lz.gt daarom voor de
hanrl 5 te traoh'beh een mha:b't 1ng van % 't;e geven zonder de
voorwaarde o= X 'be S‘t ellen. ' ‘

Indn.en men he‘t probleem voor de *twee gevallen op deze
tvue verschillende wi;; zen in‘berpreteer‘t, treedt .1n het -

\ ) De fornmlerlng

ten abscis van ’P ontstaa‘t dc;or verwissellng van de
codrdinasiass en u:rt de h:}.er gageven formulerlng, e

we'{: é{a _als gegeven coordlnaa‘t en 'be scha’tw
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geval van exact meetbare £ resp. X een verschil in resu
taat op, waarover in de litteratuur nogal wat te doen :
geweest (zie b.v. A, WAID {1 7] p. 298 e.v., C. EISENHART
{6] en D.V. LINDLEY {12] p. 231 e.v.)e Wij zullen dit ge
nader beschouwen:

12. Schatting van de abscis bij gegeven ordinaat, ais

foutloos 1is.
12.1. In het geval «= 0 kan men volgens de methode van 4,3 {(stel
ling 2), indien de dasr gemazkte onderstellingen vervulc

zijn, met behulp van ¥ ,..., B, zuivere schattingen

voor « resp. [3 afleiden, die dan (volgens stelling

beide gevallen zuiver zijn. Dan is echter (vgl. 7.1) in he
algemeen é cen onzuivere schatting van 5 en ecn zuivers
schatting voor -L is in dit geval niet bakend

o
Indien nu van P, de codrdinaat gegeven is, is aus

(59) L (4= b)
in geval I in het algemeen een onzuivere schatilng
daar (in net algemeen)

varn %m b

(60) %Qm‘ é (qn" (5)# gé (znmé)
is.

gl Wglapsiromairtyioyml - g > e o il - W deho e S A n - A WALl A

a en b worden gesubstitueerd.Dit blijkt op de volgende wijze:

de)

f;ﬂ% 2,,(0 , zelfs indien X en (5 bekfgd

N - " ) ~ /((f/)* {““") -

elingsdichtheld van ¢ e

heid van {/ en »




zodat wij hebben

(61) A

Indien de teller de factor 74 (y-¥/) niet bevatte, zou zi}j
gelijk aan £» , dus gelijk aan nul zijn. Na is dit in het
algemeen niet het geval. Indicn ¢ kXlein is t.0.v. 4 4 zodat
in (61) in de Taylor-ontwikkeling “
hogere graadstermen verw

volgende benadering

H

daar 'f’grﬁo 18 en /{mjd‘w 7 is.

Indien b.v. Y normaal verdeeld is met ge
spreiding o en v normaal verdeeld met gemiddelde O en sprei-
ding T , krijgt men

(62) .é’}m# v o= .ar.a (}"ﬂ)

gan 0 is, als T=0 of fi=Y% is.
Nu is dus in het algemeen

hetgeen slechts dan gelijk

(63) £ X - 1 £ ym__ff 4+

/ b, ™ S
“"‘i;. ° m‘yﬂ —° X %‘x ;ca s ¢ oL ;(* L A (3 )

waarvoor stelling

L:’indley geeft nmu echter voor die gevallen,
5 geldt, een methode aan, om voor geval II een zuivere schat-
ting van €y.y X, te verkrijgen. Indien n.l. stelling
geldt (wat b.v. het geval is, a2ls Y,en ¥, beide normaal ver-

deeld zijn, of indien beide een| -verdeling bezitten), is

(dear x.= X,

is wegens «,=0 )i

i

Volgens de methode d@r klelnste quadr'bean te werk gaande
{(met iniylisaring van de r@s:.duen in de richting van 'cl
foutloze curd:.naat, dus i. Ca de X% mrich*tmng,verkri'}t, t men
zuivere sch&ﬁﬁ1;  ' ' ’ '
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geldt:

'k.,.t

- _ /y
(65) f;{am;ﬂ ....)-.(D ““}0 f_é‘o #ﬂ (’C‘ 6%: d

De schatting

(66) ..C...';'a“&.’-"

i

1s nu dus een zuivere schatting van f:%..% Ko o

o

Op te merken valt nog, dat deze methode in geval 1 geen
oplossing geeft, daar in dat geval stelling 5 niet geldt,
ern C’ een onzuivere scha't‘bing van 5% 1s. Dit laatste blij};‘t
uit stelling 5; immers was ¢’ een zuivere schatting van g
in geval I, dan was dit volgens stelling 6 ook zo in geval

11, hetgeen echter in strijd is met de tweede bij stelling
5 gemaakte opmerking. Voor geval I is een zuivere schatting
voor - nog niet gevonden. Schatting (59) is, uit het oog-—
punt van bruikbaarheid, in geval I boven (66) te verkiezen,
daar (59) in dit geval bruikbaar is en (66} in het algewmeen
niet (zie hiervoor 13). J

12.2. Indien de exact meetbare codrdinaat van ’PQ gegeven is, zZzijn
aan het zuiver schatiten van de andere coordinaat in geen van
beide ge vallen moeilijkheden verbonden. Daar voor het geval,
dat be ide codrdinaten meetfouten ver'bonan, geen zulvere
schattingen van « en @ bekend 2zijn, behoeft dit niet apart
behandeld te worden. Wij wijzen er echter op, dat ook in
deze situatie de voor het in 12.1 gestelde probleem door
Lindley gegeven oplossing voor gevlal 11 van toepassing is,
indien stelling 5 kan worden toegepast. ‘

13. Bruikbaarheid van schattingen van de ene coordinaat uit de

Het brulkbaarheldsbegrlp wordt in 4dit verband gecompll .
ceerder. lmmers beschikt men over bruikbare schattlngen & en
b van o resp. {3 verkreg@n met behulp van de punten ’Pﬂ_ g ,fm

dan betekent dit, dat @ en b stochastlsoh naar o« en (3 con-
vergeren, voor N g On:z ¢ {¥ ech'ter een brulkbare scha*b*tlngr

_ e verkrl;;gen van B. v; de codrdinaat “, (resp. Yo ) Van "P

__ﬁmoa’t men bevendn.en over een brulkbare 5cha‘t1}1ng van de R
coordinam: § {resp.. X } van fp beschlkkem Deze kan nle‘t bc,m.

e | ‘S'baan u:rt eén enkel Wawnemlng v'a.n :x:a 3 Wel, even*tue 1; U.:L't
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het gemiddelde EQ van n, dergelijke waarneminge
gemiddelde inderdaad ecn bruikbare h:@cha'ttlngg van ?3

b

Ao)s d.W.Z. convergeert X. vOoOr m-sw stochastisch naar 5,
(resp. X,), dan is

(67) a X, +b

een bruikbare schatting van =, (resp. \/ ) in die =zin, dat
deze ultdrukking stochastisch tot =, (resp. \ Vs ) conver-
geert, als m en m beide naar <o gaan.

Daar nu voor bruikbaarheid geldt, dat, als =30 en a

R

een bruikbare schatting van « is, ook é een bruikbare schat-
ting wvan &L 18, treden er hier verder we?inig moelliikheden
op. Het is echter van belang er op te wijzen, dat in geval

I met foutloze E s i1ndien de in 12.1 gemankte onderstellin-

gen gelden, schatting (59) een bruikbire schatting van EQ

1s, indien men dasarin 4o door een bruikbare schatiing van
Mo vervangt en indien &« en b bruikbare schattingen voor
X enf> zijn (vgl. stelling 1), terwiijl dit met (658) in

het algemeen niet het geval is, daar ¢’ en in dit geval

onzulvere schattingen van en -£ 7171

L
X

14, Keuze uit de verschillende methoden.

14.1. Een algemeen principe voor deze keuze is, dat men meestal
een beter resultaat verkrijgt, narmate men meer onderstel-
lingen gebruikt. Men kieze daarom die methode, wanrbij men

van zoveel mogelijk (gerechtvanrdigde) onderstellingen go-

bruik maakt. Een volledig overzicht van de verschillende
mogelijke onderstellingenstelscls met de danrbij behorende
methoden en resultaten wordt, door zijn uitzsebreidheid, on-
overzichtelijk. Wij volstaan donarom met het anngeven van
enkele belangrijke punten.

14.2. Is % foutloos ( @ =0 ), dan is de methode der kleinste gqun-

draten (zie 4.3; st ell:mg 1, 2 en 3) onder zeor ruime ver-
dere voorwaarden t&epmsbmw ¢n soms zcelfs de mecst doel—

Q mlmchtS? 18 Y

i

men, voor zover b@kmnd, mﬁt deze method
normanl verdeeld 1is.

« 3. Vert n@n coordinnten meotfout cn, dan v@rli st de me-

node der klmlmgtu qu.-~.:.dr@'t en vml van m‘il’l 't%p 1sbaarheld,
- - < en 3, vol-




14.4.

14.5.
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gens deze methode afgcleid, bekend zijn, terwijl voor het
verkrijgen van schattingen dc¢ verhouding der spreidingen
Jy, en ¢ bekend moet zijn. Is echter deze verhouding

L

bekend, terwijl verder van de verdelingen der punten

R

( « Loy Vs ¥: ) slechts bekend is , dat «. en ¥ voor iedere | onge-

=L

correleerd Z1ljn en «. en --f voor liedere ( en ) €veneens,

dan is genoemde methode de enige van alle besproken me—
thoden, waarvan de voorwaarden vervuld zijn.

Bezitten de punten (&, 24 ) alle dezelfde verdeling, en zijn

T U N ey pivn e ivirgbrets W wr i B A i Rl NS o Y Ml - e

z1] nonafhamcell,jl{ van elkaar verdeeld, dan zijn de metho-

mm*m

‘den van Wald, Housner en Brennan, Heme lrijk en beide me~

thoden van Theil (onder een gantal vrl] algemene aanvu14~
lende voorwaarden) alle toepasbaar. Hiermee zijn schattin-
gen en betrouwbaarheidsintervallen voor « , 3 , Tu en Uy
te verkrijgen. De methode van Wald is de enige, waarmee
onder deze omstandigheden schattingen van Gy en T, ver—
kregen worden. De methoden van Hemelriik en ’Fhell leveren

betrouwbaarheidsintervallen, ook als de meetfouten niet

normaal verdeeld zijn. Zijn deze wel normaal verdeeld,
dan verkrijgt men ook met de methode van Wald betrouwbaar-
heidsintervallen. '

Voor keuze tussen de methoden van Wald, Housner en Brennan,
Heme lrijk en de beide methoden van Theil is (in verband
met de nevenvoorwaarden voor &, de volgorde der punten &
betreffende) de vorm van de puntenwolk van invloed. Is
deze "halter--rvormlﬂ'" (twee punt-wolken met een tussenruim~

te) dan is de methode van Wald aan te bevele 13 heuf-t 21

de vorm van een "bol met twee uitsteeksels"” , dan diec van ~
Hemelrijk; ‘heeft 21] de vorm van een S’taaf dan die va,‘n

Housner en Brennan (waarmee slechts schat‘blngen verkregen "
'Wc:arden) en de twee methoden van Theil. Indien slechts welnlg |

pun'ben beschlkbaar zijn kunnen de methoden van Hemelrijk

- en de 'bweede van Thell “toch gebrulk'b worden voor de bb'_palll’l,j g
- van een be‘brouwba.arhe.ld sn_n'terval vcor e met niet 'te gre'b

14.6.

onbetrouwbaarheidsdrpmpel }0 (resp, A en 5 voor ~ p ' O 05}

Tenslot"te 313 er nogmaals op ge,ﬁezen, da-t he"{; VPI‘I‘lCh‘t@l’l o
van (11‘3f8‘t alle) waarnemlngcn 1n duplo (lf nog vakczr) van

sing, daar men dan 1° ma‘t de gumlddulden van dez stc,lsuls
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zijn verricht), terwijl nu bovendien de normaliteit dexr

fouten kan toetscn en hun swmreidingen kan schatten,

Generalisaties van de theorice.

Voor mcerdere variabelen (% = 2% % + (3 ) vindt men
een behandeling met de methode der kleinste auadraten en
de maximum-likelihood methode bij LINDLEY [12] Zie eok
H. THBEIL [16] , Waarin tevens een litteratuurlijst zal
worden opgenomen van publicaties betreffende stelsels wvan
lineaire vergelijkingen van stochastische variabelen.

H. THEIL {16] en K.R. NAIR and M.R. SHRIVASTAVA [14] be-
handelen ook het geval, dat m gelijk is aan een polynoom
van.{ . De toepassing van de methode der kleinste gquadra-
ten op dit problecm wordt oc.a. behandeld door W.EX. DEMING

[4].
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